Développements limités

F. Wlazinski

Licence d’économie

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle de R ou R tout entier, xy est un élément de I, f est un
élément de A(I,R) i.e. f est une fonction numérique réelle dont ’ensemble de définition contient I,
n est un entier naturel et P est un polynéme de R, [X] = {P € R[X] | deg P < n}.

1 Equivalences

Remarque 1.1
Dire que = est dans un voisinage de v signifie :

(i) Si v € R alors il existe un réel a > 0 (le but est d’avoir « petit), tel que z € INJY — a;9 + af.
(ii) Si ¢ = 400 alors il existe un réel A (le but est d’avoir A grand), tel que z € I N[A;+ool.

(iii) Si = —oo alors il existe un réel A, tel que z € I'N| — oo; A].

Définition 1.2

Soient f et g deux fonctions définies sur I.
On dit que f est négligeable devant g en v s’il existe une fonction ¢ telle que, pour tout x au voisinage
de v, on ait f(x) = g(x)e(z) avec limws(x) =0.

T —

On dit aussi que f est un petit ordre de g en ¥ et on note f = o(g).

Exemple 1.3

Propriété 1.4

Dans le cas ol g ne s’annule pas sur un voisinage de 1, alors f = o(g) en 1) si et seulement si limw wa; -
=Y gla

0.

Exemple 1.5

Remarque 1.6

Remarque 1.7

Soient « et 5 des réels strictement positifs.
e 2% =0((e")?) en +oo.

e (Inx)*=o0 (xﬁ) en +o00.

Propriété 1.8

Si f =o(g) et si g =o0(h) alors f = o(h).
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Remarque 1.9
On en déduit que (Inz)® = o ((e%)”) en 400 pour tous les o > 0 et 3 > 0.
Propriété 1.10

Soient f1, fa, g1 et go des fonctions définies sur 1.
Si fi =o(g1) et si fa = o(g2) alors fi1fo = 0(g192)-

Remarque 1.11

Propriété 1.12
Si f1 = o(g) et si fo = o(g), alors, pour tous A\, u € R, Af1 + ufa = o(g).
Propriété 1.13
Soient f et g deux fonctions définies sur I et soit A € R\ {0}. Pour ¢ fixé, on a :

(i) lim f(z) =0 < f=o0(1) (en ¥).

T

(i) si f =o0(g) alors A.f = o(g) et f = o(A.g)

(iii) si f = o(g) alors fP = o(g”) pour tout entier p > 0.

(v) si f =o0(g) alors |f\ = 0(]g|]) (on a aussi la réciproque)

(iv) si f = o(g) alors,: (

| =

Définition 1.14

On dit que deux fonctions f et g (définies sur I) sont équivalentes en 1 et on note f~g, si on a
f—g = o(g) au voisinage de v, c’est-a-dire s’il existe une fonction e(x) telle que f(x) = g( .CL‘%—I—E )g(x)
avec lim e(x) = 0.

T =P

Propriété 1.15
f(z)

Dans le cas ou g ne s’annule pas sur un voisinage de ¢, alors f ~ 9 si et seulement si hmw ﬁ =1.
z— Y gl

Exemples 1.16

Propriété 1.17

Une fonction polyndmiale est équivalente en 400 et en —oo & son terme de plus haut degré.
Une fonction polyndmiale est équivalente en 0 a son terme de plus petit degré.

Propriété 1.18

Les équivalents usuels sont :

In(1+h)~h sinh~h eh—lfalh
tanhf;h Vi+h—1~ %h 1—cosh?%h2

Remarque 1.19

Autrement dit, au voisinage de 0, on a :

In(14+h)=h+o(h) sinh=h+o(h) e" =1+ h+o(h)
1
tanh = h + o(h) VI+h=1+3h+o(h) cosh:1—§h2+o(h2)
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Propriété 1.20

Si h(x) est dans un voisinage de ~ lorsque x est au voisinage de v, autrement dit, si lim h(z) = ~

T
alors f~g = fohrq\;goh.
Y
Exemples 1.21
Propriété 1.22
Si f~ g alors li = li .
i fryg alors xggbf(w) Ig{lbg(x)
Exemple 1.23
Remarque 1.24
En particulier, pour tout £ € R\ {0}, f ?p/f si et seulement si thl/; flz)=¢.
T—>
Propriété 1.25
(i) Si fiy g1 etsi farygoalors fi X fary g1 X g2.
1 1
(ii) Si fo 92 et si fa et g2 ne s’annulent pas sur un voisinage de 1 alors — v
2 ¥ g2
(iii) Si fi I si fo 92 et si fo et go ne s’annulent pas sur un voisinage de ¢ alors ?z g
2 ¥ 92

Exemples 1.26

Remarque 1.27

Corollaire 1.28

Si f et g ne s’annulent pas sur un voisinage de ) et si f 9 alors fP o gP pour tout p € Z.
Exemple 1.29

Corollaire 1.30

Si f et g sont strictement positives sur un voisinage de 1 et si f 79 alors f¢ v g® pour tout a € R.
Exemple 1.31

Propriété 1.32

Si f?;g et si gT;h alors fr:;h.

Propriété 1.33

Si f ~ g, alors |f] ~ |gl.

Remarque 1.34

Exemple 1.35

Propriété 1.36

Si f 9 alors f et g sont du méme signe au voisinage de ¥ .

Propriété 1.37
Si fT;g et si h = o(f), alors h = o(g).
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2 Formules de Taylor

Définition 2.1

On appelle factorielle d’un entier naturel n > 2 et on note n!, le produit de tous les entiers naturels
non nuls inférieurs ou égaux a n.

Autrement dit,n!:1><2><...><n:Hi.

i=1
Remarques 2.2
Exemples 2.3
Remarque 2.4
Théoréme 2.5 Formule de Taylor-Young

On suppose que f est continuement dérivable n fois c’est-a-dire f € C"(I,R).
Alors il existe une fonction & définie sur [ telle que : Va € I,

x — x0)? T — 20)3
£(2) = Fao) + (2 —a0) (o) + T pr(zg) 4 2220

xo)"e(x — x0) avec lim e(x —xp) =0
r — o

(x — x0)"

F® (wo) + -+ F (o) + (z —

n!

Si on remplace = par xg + h, on obtient : Vh € R / 29+ h € I,
n

2 3
Fla+h) = F(zo) + hf'(zo) + 7" (o) & o FD (o) 4+ o 1) (o) + () avee lim e(h) = 0.

Exemples 2.6

Remarque 2.7

3 Développement limité en un point

Définition 3.1

Soit zg un réel.

On dit que f admet un développement limité (D.L.) d’ordre n en xg si et seulement siil existe un
polynéme P de R[X] tel que deg P < n et f(z) = P(x — x¢) + 0z, ((z — z0)™) sur un voisinage de xg.
P est appelé partie principale ou partie réguliere du D.L. (de f en g a 'ordre n).

0z, ((x — x0)™) signifie (z — x)"e(z — xp) avec lim e(z — ) = 0.
Tr — 0
0z, ((x — 0)™) est appelé reste du D.L. (de f en xy a 'ordre n).

Remarque 3.2
Exemples 3.3
Remarque 3.4

Corollaire 3.5

f admet un développement limité d’ordre n en 0 si et seulement siil existe un polynéme P de R[X]
tel que deg P < n et f(x) = P(x) + o(z™) sur un voisinage de 0.

Exemple 3.6
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Remarques 3.7

Propriété 3.8

Toute fonction continuement dérivable n fois sur un voisinage de g admet un D.L. d’ordre n en xg.
Celui-ci est donné par exemple par la formule de Taylor-Young.

Exemples 3.9
Remarque 3.10

Propriété 3.11

f admet un D.L. d’ordre 0 en zy < f est continue en zg ou peut étre prolongée par continuité en xg.
f admet un D.L. d’ordre 1 en zp < f est dérivable en zg.

Corollaire 3.12

Si f admet un D.L. d’ordre n > 2 en zq alors f est continue en xg et f est dérivable en z.

Remarque 3.13
Exemple 3.14

Propriété 3.15

Si f admet un D.L. en zo de partie principale P alors f ~ P.
o

Propriété 3.16

f admet admet un D.L. & 'ordre n en zp € R si et seulement sila fonction f(z¢ + h) admet un D.L.
en 0.

Exemple 3.17

Remarque 3.18

Les propriétés qui vont suivre sont donc données pour un D.L. en 0. Elles peuvent se généraliser & un
D.L. en un point g # 0 ou en Foo.

Définition 3.19

Soit ¢ < p et soit P = ag + a1 X + as X% +az X3 + -+ + apX? un polynome a coefficients dans R de
degré inférieur ou égale a n c’est-a-dire P € R, [X].

On appelle polynome tronqué de P a l'ordre ¢ et on note Try(P) le polyndome ag + a1 X + as X 24
azX?® 4+ a X7

Exemple 3.20
Remarque 3.21

Propriété 3.22

Si f admet un D.L. & 'ordre n en 0 de la forme f(z) = P(z) + o(2™) et si s < n, alors f admet un
D.L. a l'ordre s en 0 de la forme f(z) = Trs(P)(x) + o(x®).

Remarque 3.23

Exemple 3.24
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4 Opérations sur les D.L.

Propriété 4.1

Soit A un réel non nul. Si f admet un D.L. & ordre n en 0 de la forme f(x) = P(z) + o(z") et si g
admet un D.L. & Pordre n en 0 de la forme g(z) = Q(x) + o(z™) alors :

o f+gadmet un D.L. a I'ordre n en 0 de la forme (f + g)(x) = (P + Q)(x) + o(z").

e \f admet un D.L. a 'ordre n en 0 de la forme (Af)(z) = (AP)(z) + o(z™).

e fx gadmet un D.L. & Pordre n en 0 de la forme (f x g)(x) = Tr, (P x Q)(x) + o(z").

e Side plus g(0) = 0 alors f o g admet un D.L. & 'ordre n en 0 de la forme
(feg)(x) = Trn(P o Q)(x) + o(z").

e En particulier, si R est un polynéme alors R o g admet un D.L. a I'ordre n en 0 de la forme
(Rog)(z) = Trp(Ro Q)(x) + o(z™).

Exemples 4.2
Remarque 4.3
Exemple 4.4

Propriété 4.5

Si f admet un D.L. a lordre n en 0 de la forme f(z) = P(x) 4 o(z"), si g admet un D.L. & l'ordre

n en 0 de la forme g(x) = Q(x) + o(z™) et si g(0) # 0 alors f admet un D.L. & 'ordre n en 0 de la
g

forme i(:r) = R(x) + o(z™) ol R est le quotient de la division suivant les puissances croissantes de P

par Q a 'ordre n.

Exemple 4.6

5 Autres propriétés sur les D.L.

Propriété 5.1

Soit ¢ € N* (g > 1).

Si f admet un D.L. en ¢ a l'ordre n de la forme :

f(x) = ag(z — 20)? + agr1(x — 20) """ + aga(z — 20) 7% + -+ + an(z — 20)" + 05y (x — 20)")
ﬂ peut étre prolongée par continuité en xg.
(x —x0)?

De plus g admet un D.L. en zg a 'ordre n — ¢ qui est :

9(x) = ag + agr1(x — 20) + agro(® — 20)? + -+ + an(x — 10)" "9 + 05y ((x — 20)"9)

Alors la fonction g définie par g(z) =

Exemple 5.2

Propriété 5.3

Soit f(z) = P(z) + o(z™) le D.L. de la fonction f en 0 & l'ordre n. Alors :
e si f est une fonction paire alors tous les monoémes de P sont de degré pair.
e si f est une fonction impaire alors tous les monomes de P sont de degré impair.

Propriété 5.4

Si f est une fonction continue sur [ et si f admet un D.L. en zg a 'ordre n de partie principale P,
alors toute fonction F' primitive de f admet un D.L. en x¢ a 'ordre n 4+ 1 dont la partie principale est
la primitive de P telle P(xg) = F(xg).



F. Wlazinski - UPJV - UFR Economie et gestion - D.L.

Exemples 5.5

Propriété 5.6
Si f est une fonction dérivable sur I, si f admet un D.L. en zg & 'ordre n de partie principale P, et

si f/ admet un D.L. en xg & 'ordre n — 1 alors sa partie principale est P’.

Remarque 5.7

Exemple 5.8

6 D.L. en ’infini

Définition 6.1
On suppose que I est un voisinage de £oo0.
~ ~ 1
On dit que f admet un D.L. & 'ordre n en 400 ssi la fonction f définie par f(t) = f <t> admet un

D.L. & 'ordre n en 0F.
On suppose que I est un voisinage de —oo.

- ~ 1
On dit que f admet un D.L. & 'ordre n en 400 ssi la fonction f définie par f(t) = f <t> admet un

D.L. a l'ordre n en 0.

Exemples 6.2



