Equations différentielles linéaires

1 Equations différentielles d’ordre 1

Une équation linéaire du premier ordre est une équation différentielle qui peut se mettre sous la forme :

(3) : a(x)y’ +b(x)y+c(x)=0
ol a, b et ¢ sont des applications continues sur des intervalles a préciser.
L’équation est dite normalisée si a(x) = 1(Vx) c’est-a-dire si elle est de la forme (3’) : "+ b(x)y + c(x) = 0.
e La solution d’une équation linéaire du premier ordre normalisée et sans second membre c’est-a-dire sous la
forme (3”): v’ + B(x)y = 0 est y = ke B™¥) ot k € R et B est une primitive de .
e Les solutions générales de (3) s’obtiennent en ajoutant les solutions de 1’équation sans second membre (3”)
et une solution particulieére obtenue de la premiére solution par la méthode de la variation de la constante, i.e.,
en remplacant k par k(x).

2 Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

2.1 Equations sans second membre

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sans second membre est une
équation différentielle qui peut se mettre sous la forme :

(4):ay” +by’+cy=00ua,betceR
On conclut a partir du discriminant du polynéme caractéristique P = aX? + bX +c.

i. Si A>0etsir et ry sont les racines de P alors les solutions de (4) sont de la forme :
y=Ae"*+pe* ou A, peR.

ii. Si A =0 etsir estlaracine double de P alors les solutions de (4) sont de la forme :

y=(Ax+pe outpeR

iii. SiA<OQetsir, =a+pietr,=a-pisontlesracines de P alors les solutions de (4) sont de la forme :

y =e*(Acosfx+ pusinfx) ou A, u e R.

Les réels A et y peuvent se déterminer grace aux conditions initiales (souvent les valeurs de u, et de u;).

2.2 Equations avec second membre de type exponentielle-polynéme

Une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants avec second membre de type
exponentielle-polyndme est une équation différentielle qui peut se mettre sous la forme :

(5):ay” +by"+cy = f(x)
oua, betceC (a=0)et f est une somme de fonctions de la forme Q(x)e™* ou m e C et Q € C[X].
Les solutions de (5) s’obtiennent en faisant la somme des solutions générales de (4) et d’une solution partic-
uliere de (5) qui est obtenue de la fagon suivante :

e Si f(x) = Q(x)e™ avec Q polynéme de degré n alors une solution particuliere de (5) est de la forme y, =
R(x)e™* avec :

deg R = n si m n’est pas racine du polyndme caractéristique.

degR =n+1 si m est une racine simple du polyndme caractéristique.

degR = n+ 2 si m est une racine double du polynéme caractéristique.

e Cas particulier, si f(x) = Q(x) (c’est-a-dire m = 0) avec Q polyndme de degré n alors une solution particuliere
de (5) est de la forme yj = R(x) ot R est un polynéme tel que :

degR=mnsic=#0,

degR=n+1sic=0etb=0,

degR=n+2sic=0etb=0
e Si f(x)= f1(x)+ f2(x) alors une solution particuliére de (5) est yy = y; + v, avec:

y1 une solution particuliere de ay” + by’ + cy = f1(x)

, une solution particuliére de ay” + by’ + cy = fo(x)



