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Exercices d’entrainement Fonctions de deux variables (3/3) Corrigés

Correction 1

On doit, dans un premier temps, déterminer les points critiques (appelés aussi stationnaires)
c’est-a-~dire les points ou les dérivées premieres s’annulent simultanément.

Puis, si (xo,yo) est un point critique, on étudie le déterminant de la matrice hessienne :

. f;’z(xmyo) f”m<x0:y0)
H(xo’y(])_( :;:/y(x(];y()) fZg($0;y0)>

1. On commence par la recherche des points critiques :

f;(x,y):g—i(:c,y)zo S 2r+2=0< r=-1

, _of _ _ _ 2
fy(w,y)—ay(ﬂf,y)—() ©by-4=0 e y=2

2
Le seul point critique est donc (—1; §)

Pour déterminer la matrice matrice hessienne de f en un point (zo; o), on doit calculer
ses dérivées secondes : f(z,y) = 2 (T, y) =6 fip(z,y) =0

2 2
La matrice matrice hessienne de f en (—1; §) est Hy (—1; §) = ( (2) 2 ) (mais ici,

elle ne dépend pas du point choisi).

2 2 2
Autremnt dit r = fg’c’2 (—17 §) =2 s= g/c’y (—1, §) =0 t= f;é (—1, §) = 6.
0
2

O

Son déterminant est ‘ ’ =1t —s?> =12 > 0 c’est donc bien un extrema.

Puisque r > 0, il s’agit d’un minimum.
2. On a gy (z,y) = 4v + 4y — 8 et g, (v,y) = 4z + 4 — 2y.

g(x,y) =0 o dr+4y—8=0 - dr +4y—8=0 - r=0
9y(z,y) =0 dr —2y+4=0 2y —4=0 y=2
Le seul point critique est (0;2).

Pour déterminer la matrice matrice hessienne de g en un point (0;2), on doit calculer ses
dérivées secondes : g7 (z,y) = 4 9oy (T,y) = 4 92 (T, y) = =2
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La matrice matrice hessienne de ¢ en (0;2) est H(0;2) = < i _42 )

4

Son déterminant est ) i 9 ’ =4x(-2)—4x4=-24.

Puisque det H(0;2) < 0, le point ¢g(0;2) est un point col de la courbe représentative de g.

3. On a hj(z,y) = —6x + 2y + 5 et hy (v, y) = 2z — 10 — 4y.

K. (z,y) =0 —6x+2y+5=0 —27 =0 z=0
{h;(x,y)zo T\ 2e—dy—10=0 T\ 22-dy—10=0 = 0

5
Le seul point critique est (0; —§>

5
Pour déterminer la matrice matrice hessienne de h en un point [ 0; —§> , on doit calculer

ses dérivées secondes : h,(z,y) = —6 by, (z,y) = 2 hpo(x,y) = —4
: . . 5 5 —6 2
La matrice matrice hessienne de hen | 0;—= | est H| 0;—= | =
2 2 2 —4
, . —6 2
Son déterminant est 9 4|7 —6 x (—4) —2 x 2 =20.

Puisque det H(O; —g) > 0 et A, (0; —§) < 0, la fonction A admet un maximum local

2
5
0:—= ).
en(, 2)

Correction 2

1. L’équation 2z + y — 1 = 0 entraine y = 1 — 2x.
On remplace y par cette valeur dans f(x,y) et on obtient une fonction de z.
h(z) = f(z,y) = f(z,1 - 2z)
h(z) =23(1 —2z) — 2® + 3x 4+ (1 — 22)? + 2(1 — 22)
h(z)=2%—22" —2? + 30+ 1 — 4o + 42> + 2 — 4z
h(z) = —2z* + 2% + 322 — bz + 3
On étudie les variations de h.
h'(x) = —8x3 + 32?4+ 62 — 5 dont une racine évidente est —1
Dot I (z) = (z + 1)(—8z% + 11x — 5).
Soit P = —82%+ 11z — 5. Ona A = 112 — 4 x (—8) x (—5) = 121 — 160 < 0.
Cela signifie que P est toujours négatif et que h'(z) est du signe opposé a x + 1.
Autrement dit, h'(z) >0 < z < —leth(z) <0 & = > —1.

La fonction h admet un maximum pour x = —1. Ce qui signifie que f admet un maximum
en (—1,3).
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2. Soit A un réel. On pose L(\, z,y) = f(z,y) + Ag(z,y)
On cherche les points critiques de L.
L\ x,y) =327y — 22+ 3+ 2\
LA\ zy) =2+ 2y +2+ A

L\(\zy) =2v+y—1

L'(\x,y) =0 32%y —2x+3+2X =0 32y — 22 +3+2X =0
L,\z,y)=0 <& 42y +2+A=0 & A= —23 -2y —2
L\(\z,y) =0 2r+y—1=0 y=1-—2x
32%(1 —2x) — 224+ 3+ 2(—2* —2(1—22)—2) =0 —82% 4+ 32>+ 62 —5=0
& A= —a3—2y—2 & A= —a3—2y—2
Nous avons résolu au 1. la premiere équation dont la solution est x = —1. On trouve

ensuite y =3 et A = —7.
Le seul point critique est a = (—1;3;7).
On recherche maintenant la nature du point critique en calculant le déterminant de la

matrice hessienne bordée du lagrangien. Pour cela, on cherche en premier lieu les (9)
dérivées secondes.

LY, (N\z,y) =0
L (N z,y) = 6xy — 2
LZQ()U x?l/) =2
Ll)(;v()‘vxa y) = LZAO‘? xay) =2
LY, (A x,y) = LA o, y) =1
Ly (N x,y) = L, (N z,y) = 32
On obtient la matrice hessienne bordée du lagrangien :
0 2 1
H\xz,y)=| 2 6zy—2 32?
1 32 2
B B 0 2 1
En calculant au point critique, cela donne H(a) = H(—1,3,-7)= | 2 —20 3
1 3 2

Dont le déterminant vaut :

0 2 1 0 2 1
2 =20 3|=]0 =26 -1 |=-2+20=24
1 3 2 1 3 2

On a donc |H(a)|3 > 0 : L admet un maximum en (a).

Correction 3
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1. (a) L’équation z +y — 5 = 0 entraine y = 5 — z. On remplace y par cette valeur dans
f(z,y) et on obtient une fonction de z.

Wz) = f(z,y) = f(2,5 —2) = 2*(5 - 2)®
On va étudier les variations de h.
R'(z) = 2z(5 — x)® + 2%(3)(—1)(5 — x)?
= (5—x)*[22(5 — z) — 32%] = (5 — 2)*[z(10 — 2z — 3x)]
= (5 — 2)?[x(10 — 5z)] = 5(5 — x)?[x(2 — x)]
Puisque x > 0, h'(x) est du signe 2 — x soit A'(z) >0 & x < 2.
On obtient que A admet uniquement un extremum en 2. C’est-a-dire f admet un
maximum en (2;3).
(b) Soit A un réel.
On pose L\, z,y) = f(z,y) + A\g(z,y)
=22 + Nz +y —5).
On cherche les points critiques de L.
L\ w,y) = 22y° + A
L, (A z,y) = 32%y° + A
L\(\z,y)=x+y—5

L'(\x,y)=0 223 + X =0 223 + X =0
L,\z,y)=0 <« 3P+ A =0 & 2213 — 32%y* = 0
L\(\z,y)=0 r+y—5=0 r+y—5=0
2012 + A =0 2012 + A =0 20> + A =0
& ry?(2y —32) =0 & 2y —3r=0carz >0ecty>0 < 2y —3x =0
r4+y—5=0 T4y —5=0 5y —15=0
A= —108
= =2
y=3

Le seul point critique est a = (2; 3; —108).

On recherche maintenant la nature du point critique en calculant le déterminant de
la matrice hessienne bordée du lagrangien. Pour cela, on cherche en premier lieu les
(9) dérivées secondes.

LY, (N z,y) =0

Ly, (A, y) = 2y°

Ly (A w,y) = 62%y

LY (N a,y) = Liy(A 2,y) = 1

Ly, (N zy) = Lyy(A 2, y) = 1

Ly (N z,y) = Ly, (A, z,y) = 6y

On obtient la matrice hessienne bordée du lagrangien :

0 1 1 0 1 1
H\z,y)=| 1 2y 6ay° et H(a) = H(2,3,—108) = | 1 54 108
1 6xy? 622y 1 108 72
0 1 1 0 1 1
Dont le déterminant vaut : | 1 54 108 |=| 1 54 108 | =—(—36—54) >0
1 108 72 0 54 —-36

4
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La fonction L admet donc un maximum en (2,3, —108).

Correction 4

1. Soit G la fonction de profit.
On a: G(qa,q8) = Paqa + prqs — c(qa, 4B)
= (35 — 4qa)qa + (26 — qB)qB — ¢4 — 4 — 34aqB
= —5q% — 2} — 3qaqs + 35qa + 2645

2. On a G7,(q4,q8) = —10g4 — 3qp + 35. et G (qa,q5) = —4qp — 3q4 + 26.

dB

{ G (qa,q5) =0 { —10g4 —3g5 +35=0
G, (qa,q8) =0 —3q4 —4q5 +26 =0

—31lgs +4x35—-3x26=0 qa =2
@{_3QA_4QB+26:0 é{q325
Le seul point critique est (2;5).

3. Pour déterminer la matrice hessienne de GG en un point (2;5), on doit calculer ses dérivées
secondes :

G:I/%(QA’QB) = —10 G;/AQB(QA’QB) =3 G;/}ZB(QAaQB) =—4

La matrice matrice hessienne de G en (2;5) est

—-10 -3

H(2;5) = ( a4 ) et son déterminant est ' —10 =3

s _4‘:40—9:3L

Puisque det H(2;5) > 0 et G, (2;5) < 0, la fonction G admet un maximum en (2;5) qui
A
vaut G(2;5) = 100.

4. On effectue la substitution gg = 5 — 2q4. On obtient une fonction de g4 :
H(qa) = G(qa,5 — 2qa)
= —5¢% — 2(5 — 2¢4)% — 3¢a(5 — 2¢a) + 354 + 26(5 — 2qa4)
= —7¢% + 8¢4 + 80

On étudie les variations : H'(qa) = —14q4 + 8.

4
H'(qga) >0 & —14g4+8>0 & QAS?-

H admet d '  qui t H 1 =G 4'5 1) 7><42+8><
admet donc un maximum en = qui vau 7] = = 57 ) = e
4 576

=+ 80
7+ 7



