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Correction 1

-3—-X 2 —4
ﬁA(X):det(A—Xlg): 4 -3—-—X 4 036034—202
2 -3 5h—X
-3-X 2 0
= 4 —3—-—X —2-2X | Ly« Ly—2L;4
2 -3 -1-X
-3-X 2 0
= 0 3—X 0
2 -3 -1-X
-3—-X 2
=(-1-X)x ‘ 0 3 x
=(-1-X)(-3-X)3—X)
Les valeurs propres de A sont les racines de 74 c’est-a-dire \y = —3, Ay = —1 et A3 = 3.

En particulier, on a Sp (4) = {—1;0;1}.

Ce sont toutes les trois des valeurs propres simples. La matrice est donc diagonalisable. De
plus, tous les sous-espaces propres seront de dimension 1. Il suffira donc a chaque fois de trouver
un vecteur non nul de I'espace pour qu’il en soit une base.

[ ] /\1 = —3
L’espace propre associé 4 \; = =3 est E_ 3 ={U € R3| Ax U = —-U}.
x —3x
Autrement dit, sionpose U= | vy |,onaU€E 3 & AxU=-3U=| -3y
z —3z

On doit donc résoudre le systeme :

—3r + 2y — 4z = —-3x
dr — 3y + 4z = 3y
20— 3y + Sz = -3z
2y — 4z = 0
& 4x + 4z = 0

2 — 3y + 8 = 0
ol = 2
y = 2z
Donc E_3 = {(z,y,2) € R* | . = —zety = 2z}

Ou encore E_3 = {(—2,22,2) | z€ R} ={z.(-1,2,1)) | z € R}.
Si on pose u; = (—1,2,1)), on obtient que E_3 = {z.uy | 2 € R} = Vect(uy). Ce qui signifie
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que la famille {u; } est génératrice de E_3. Puisque u; # 0, la famille {u;} est libre et c’est une
base de E_3.

L] /\2 =—-1
L’espace propre associ¢ a Ay = —lest B, ={U€eR? | AxU =-U}.
x —x
Autrement dit, sionpose U= | y |,onaU€eFE_ ; & AxU=-1U=| —y
z —z
On doit donc résoudre le systeme :
—3r + 2y — 4z = —x
dr — 3y + 4z = —y
2 — 3y + 52 = —z
& 4 — 2y + 4z = 0
2 — 3y + 6z = 0
r = 0
& y = 2z
y = 2z
N r = 0
y = 2z

Donc F_; = {(z,y,2) € R* | z = Oety = 22}.

Ou encore E_; = {(0,2z2,z2) | z € R} ={2.(0,2,1) | z € R}.

Si on pose ug = (0,2,1), on obtient que F_; = {z.us | 2 € R} = Vect(ug). Ce qui signifie que
la famille (d’un seul vecteur) {us} est génératrice de E_;. Puisque uy # 0, la famille {uy} est
libre et c¢’est une base de E_;.

[ J /\3 = 3
L’espace propre associé & \3 =3 est B3 = {U € R3 | A x U = 3U}.
T 3x
Autrement dit, sionpose U= | y |,onalU € F3 & AxU=3U=1| 3y
z 3z

On doit donc résoudre le systeme :
—3r + 2y — 4z = 3z

4 — 3y + 4z = 3y
2 — 3y + S5z = 3z
—6r + 2y — 4z = 0 Ly <_11;1+L2
& 4 — 6y + 4z = 0 Lo+ —Ls
2 — 3y + 2z =0 2
—2r — 4y =0
& 2 — 3y + 2z = 0
20 — 3y + 2z =0
y = —2
& 7
z = =
2y

7
Donc E3 = {(l’,y, Z) € R2 | xr = —2yetZ = §y}
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1
Ou encore E_; = {(—Qy,y, gy) |y € ]R} = {éy (—4,2,7) |y € R}.

Si on pose uz = (—4,2,7), on obtient que F3 = {y.us | y € R} = Vect(u3). Ce qui signifie que
la famille {us} est génératrice de Es3. Puisque uz # 0, la famille {us} est libre et c’est une base
de Eg.

Correction 2

—-15-X —6 6 C2<—Cg+03
Fp(X)=det(B— XI)=| 36 15-X —12
-9 -3 6 —X
—-15—-X 0 6

= 36 3—X —12

-9 3—X 6—-X | L3« L3— Lo
—15-X 0 6
= 36 3—X  —12

—45 0 18— X

—15-X 6
3=X) —45 18— X
X)[(=15—X)(18 — X ) + 6 x 45] (Remarque : 6 x 45 =6 x 3 x 15 = 18 x 15)
X)(X? - 3X)
X)X (X —3)
= —-X(X —3)?

Les valeurs propres de B sont les racines de 7p le polynome caractéristique de B. Ce sont
A1 = 0 (valeur propre simple) et Ay = 3 (valeur propre double).
En particulier, on a Sp (B) = {0; 3}.

3—
= (3 —
3—

(
(
(
(

o /\1 =0
T 0
U=y |ebye BxU=0U=1]0
z 0
On doit donc résoudre le systeme :
—15z — 6y + 62z = 0 Ly +1/3x 14
36x + 1by — 122 = 0 Ly < 1/3 x Ly
-9 — 3y + 6z = 0 Ly <+ 1/3x Lg
—5r — 2y + 2z =0
& 12z + 5y — 42 = 0 Lo« Lo+ 214
-3z — Yy o+ 2z = 0 L3 < L3 — Iy
—Hr — 2y + 2z =0
& 2+ vy = 0
2+ y =0
1
y = —2x

En prenant par exemple z = 2, on trouve que le vecteur u; = (2; —4; 1) appartient a Ey. De
plus, on a Fy = Vect(uy) et, puisque uy; # 0, {u1} est une base de Ej.

e \=3
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T 3z
U=y | ek & AxU=3U=| 3y
z 3z

On doit donc résoudre le systeme :

—15z — 6y + 6z = 3z
36 + 1oy — 12z = 3y
-9 — 3y + 6z = 3z
—18r — 6y + 62z = 0 L+ 1/6 x L4
& 36 + 12y — 122 = 0 Lo+ 1/12 x Ly
-9 — 3y + 3z =0 Ly« 1/3x Ls
—3r — y + z =0
& -3z — y + z =0
-3z — y + z =0
& dr—y+2=0
& z=3r+y

Donc F3 = {(x,y,2) € R? | z = 3z + y}.

Ou encore B3 = {(z,y,3z+vy) | z,y € R} ={z.(1,0,3) +4.(0,1,1) | z,y € R}.

Si on pose uz = (1;0;3) et ug = (0;1;1), on a E3 = {z.us +y.us | x,y € R} = Vect(ug,us).
Autrement dit, la famille {us, us} est une génératrice de Fs3. De plus, puisque ug et ug ne sont
pas proportionnels, la famille {ug, u3} est libre. C’est donc une base de Ej.

Correction 3

—49 — X 4 —22 1-X 1-X 1-X
L #aX)=| -5 5-X 22 |=| -50 5-X —22
100 -8 45-X 100 -8 45-X
L1<—L1+L2+L3 CQ<_CQ_C1; 03<—C3—Cl
1-X 0 0
=| =50 bH5-—-X 28
100 —108 55— X

B 55 — X 28 B 9 9
=(1-X)x “108 55— X =(1—X) x (X*—55°+ 28 x 108)
=1-X)x(X?-1)=1-X)X-1D)(X+1)=—(X+1)(X-1)2
Le polynome caractéristique possede une valeur propre simple (= —1) et une valeur propre
double (=1).
La matrice sera diagonalisable si dim F; = 2.
e \=-1
x —x
U=y |eF 1 & AxU=-1U=| —y
z —z
—49xr + 4y — 22z = —=x
—50x + S5y — 22z = —y
100z — 8y + 45z = -z
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—48r + 4y — 22z = 0
& —50z + 6y — 22z = 0
100z — 8y + 46z = 0
—24r 4+ 2y — 1llz = 0
50x — 4y + 23z = 0 Ly < L3+ 214
—24r + 2y — 11z = 0
& -r + vy 0
2x + z =0
—24x +2x +22x =0
& =z s V7T
zy— —2x F=

En prenant x = 1, on trouve que le vecteur u; = (1;1; —2) appartient a E_;.
De plus, on a E_; = Vect(u;) et, puisque u; # 0, {u;} est une base de E_;.
e \=1

x x
U= Yy el < AxU=1U = Yy

z z

—49r + 4y — 22z = «x

—50z 4+ S5y — 22z =y

100z — 8y + 452 = =z

—50x 4+ 4y — 22z = 0
& —b50x + 4y — 22z = 0

100z — 8y + 442 = 0
& 260 —2y+ 112 =0
En prenant z = 2 et y = 3, on trouve z = —4 et donc le vecteur us = (2;3; —4) appartient
a [.
En prenant z = —3 et y = 1, on trouve z = 7 et donc le vecteur ug = (—3;1;7) appartient
a [.

De plus, on a F; = Vect(u,uy) et, puisque u; et uy ne sont pas proportionnels, {u, us}
est une base de Ej.

La matrice est diagonalisable car (u,ug,u3) est une base de R?® formées de vecteurs
propres.

Up, 1
. Pour tout p > 0, on pose U, = | v, |. En particulier, on a Uy = | 2
Wy, 3

Le systeme est équivalent a U, 41 = A x U, et donc U,, = A? x Uj.

On doit donc calculer AP.

1 2 =3
On pose P = 1 3 1
-2 -4 7
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25 =2 11
OnaP!= -9 1 -4
2 0 1
-1 0 0
Et P71AP = 0 1 0 | =diag(—-1;1;1)=D.
0 01

Remarquons que D" = I3 si n est pair et D" = D si n est impair.

On a donc A? = PDPP~! = PI,P~! = I3 si n est pair et A? = PDPP~! = PDP1 = A
si n est impair.

1
On obtient que U,, = AP x Uy = Uy = | 2 | sin est pair.
3
—107
EtU,=A? xUy=AxUy=| —106 | sin est impair.
219
Autrement dit, u, = 1 si n est pair et u, = —107 si n est impair.
Puis, v, = 2 si n est pair et v, = —106 si n est impair.

Enfin, w, = 3 si n est pair et w, = 219 si n est impair

Correction 4

2—X 1 -2 1-X 1 —2
L #aX)=| 1 -X 0 |=|1-X -X 0
0 1 -X 1-X 1 -X
Cl(—01+02+03 LQ%LQ—Ll;L;g(—Lg—Ll
1—-X 1 -2
= 0 -1-X 2 |=(01-X) _10_X 2_2X
0 0 2—X

=(1-X)(-1-X)(2-X).
Les racines du polynome caractéristique sont —1, 1 et 2 c’est-a-dire Sp (A) = {—1;1;2}.

Les 3 valeurs propres sont simples. La matrice est donc diagonalisable. De plus, tous les
sous-espaces propres seront de dimension 1. Il suffira donc a chaque fois de trouver un
vecteur non nul de 1’espace propre.

e \=-1
T —
U=\|y |€eE, o AxU=-1U=| —y
z —z

On doit donc résoudre le systeme :

2 + y — 22 = —=x
- :_yﬁ{x:z
y = -2 yoo o

En prenant par exemple z = 1, on trouve que le vecteur u; = (1; —1; 1) appartient & E_;.
De plus, on a E_; = Vect(uy) et, puisque u; # 0, {u;} est une base de E_;.
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e \=1
xr

U= Yy ek & AxU=1U =
z

On doit donc résoudre le systeme :

2 + y — 22 = 1w
x =y
Y = z

T
=
L

= Z

= Z

En prenant par exemple z = 1, on trouve que le vecteur us = (1;1;1) appartient a Fj.
De plus, on a E; = Vect(us) et, puisque ug # 0, {uz} est une base de Fj.

o \=2
x 2z
U=\|y | €k & AxU=2U=1| 2y
z 2z
On doit donc résoudre le systeme :
2c + y — 2z = 2z
x
T = 2y & {
Y = 2z Y

En prenant par exemple z = 1, on trouve que
De plus, on a Ey = Vect(us) et, puisque ug # 0, {us} est une base de Fj.

1 1 4
Sionpose P=1| —1 1 2 |etD=
1 11
. Méthode 1
1 1 4 14 1
det(P)=| -1 1 2|=|0 2 6 |=
1 11 00 -3

L2<—L2+L1;L3<—L3—L1

donc P est inversible.

0
0

4z
2z

le vecteur ug = (4;2;1) appartient a Fj.

-1 0 0
1 0 |,onaD=P'!xAxP.
0 2
6
3 ‘——67&0

2
6

-2

On a donc A = PDP~! et, par récurrence, on montre que A" = PD"P~1,

1 3 -2
Com(P) = 3 =3 0
2 —6 2
X (1 -3
pl= {ComP) =~ | -3 3
de(p) \ComP) =g > 5
(-1)" 0 0
Dr=| 0 10
0 0 2
(—1)" 1 4.2
PD" = 1 2.2

)
—(=1)"
)

(-)m 1 2n
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—3482" 4 (—1)" 3-3
1
AM=PD"P = | 34420 — (-1

—~

—1)" 6—82"+2 (—1)"
—1)" 6—42m—2 (=1)"

w

+

w
—

_3429m 4 (—1)" 3—3(=1)" 6—22"42 (—1)"
14 1 11 41
P VTR IR R G AU DD IR A A
;T3 g D 5 -5 (=D 32" +t3 (=)
1 2 1 11 5 1

AV =PD"P'=| —— 42" —— (=1)" —+ - (=1)" 1—-22"—_ (=1)"
;T3 gD o5 (=D 32— 3 =1
11 1 11 11
Lt by Lo e o gy
;T3 g D 5 -5 (=D 32" +3 (1)

Méthode 2

On effectue la division euclidienne de X" par 74(X) qui est de degré 3. Il existe un
polynéome Q(X) et un polynéome R(X) de degré 2 tels que X" = 714(X)Q(X) + R(X) =
(1-X)(-1-X)2-X)Q(X)+ aX?+bX + ¢ avec a,b,c € R.

Pour X = —1, on obtient a — b+ ¢ = (—1)".
Pour X =1, on obtient a+b+c=1"= 1.
Pour X = 2, on obtient 4a + 2b + ¢ = 2.

On obtient le systeme :

a — b + ¢ = (1)

a + b 4+ ¢ = 1 L2<—L2—L1;L3<—L3—L1

da + 20 + ¢ = 2"
. 22"+ 3.(-1)"+1

a — b + ¢ = (=)™ {— (6_1)n

& 2% I N . o

3a + b = 2" —(=1)" 22" — (=1)" — 1

a =

De plus, comme tout matrice est racine de son polynome caractéristique, on a 74 (A) = 0 et

22" —(=1)" -1 1—(=1)" —2.2" A=1)"+1
donc A" = aA?+bA+c.I5 = (6 ) A2+ (2 )A—l— ‘|‘36( )"+ L.

Le calcul ainsi que la comparaison des résultats sont laissés au soin du lecteur.

un+2
. Pour tout entier n € IN, on pose U, = | un41
un

Puisque w13 = 2,19 + Upy1 — 2uy,, on a donc :

Un+3 2 1 =2 Un+2
Un+l = Un+2 = 1 0 0 X Un+1 =AX Un
Up+1 01 O Uy,

C’est une simple récurrence.

—2
OnalU,=
1
34 x2n—(=1)" Uniz
A" xUy= | 3=2x2"+(=1)" | = | uns:
3—2"—(=1)" Up
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Donc u, =3 —2" — (—1)".
Correction 5
2—-X 0 0

1L #4(X)=| -1 2-X 1 :(2—X)'
~1 0 3-X

Les racines du polynome caractéristique sont 2 et 3 c’est-a-dire Sp (A) = {2;3}.

2-X

AR BICEPSEERSS

e \=2
T 2z
U= Y clby & AxU=2U = 2y
z 2z
2 = 2z
-r + 2y + 2z = 2
- + 3z = 2z
S z=z

En prenant z = 1 et y = 0, on trouve que le vecteur u; = (1;0; 1) appartient & Es.
En prenant z = 0 et y = 1, on trouve que le vecteur us = (0;1;0) appartient & Es.

De plus, on a Fy = Vect(u,uy) et, puisque u; et uy ne sont pas proportionnels, {u, us}
est une base de Ej.

e \=3
T 2z
U= Y clby & AxU=2U = 2y
z 2z
2 = 3z
-r + 2y + 2z = 3y
—x + 3z = 3z
{x =0
=
y = z

En prenant z = 1, on trouve que le vecteur ug = (0;1; 1) appartient a Ej.

De plus, on a F3 = Vect(us) et, puisque ug # 0, {us} est une base de Fj.

On pose P =

— O
O = O
)

2. Puisque 0 n’est pas valeur propre de A, elle est donc inversible.

On a 74(X) = —X3? + 7X% — 16X + 12 et, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton,
7a[A] = 0 donc —A3 + TA% — 16A + 1213 = 0.

A2 —T7TA+ 161 A2 —T7TA+ 161
On obtient A x 12+ 3 = ;. Ce qui signifie que A~ = 12+ 3
1 x
3. Onpose X =| xo | etona X' = | 2
T3 b

9
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Le systeme peut donc s’écrire X’ = AX.

(1)
Soit Y = [ wa(t) | telle que X = PY.
ya(t)
"
OnaY' =| y, | et X' = PY".
Ys
Mais X' = AX = PY'=APY = Y' =P 'APY = DY.
yo= 2u(t)
On est donc ramener a résoudre le systeme : ¢ vy, = 2ys(t)
ys = 3ys(t)
y1(t) cre?t
Dot Y = | w(t) | = e® | aveccy,co,c3 € R.
ys(t) cze3t
On trouve X par la relation X = PY.
r(t) = c1e®
Clest-a-dire ¢ wz5(t) = cpe® 4+ czed
[E3<t> = 01€2t + CQ@Qt + 3C363t
100
4. Rappel: P= [0 1 1
1 01
1 0 0
Et on obtient P~ = 1 1 —1].
-1 0
2 00
De plus, P'AP= |0 2 0] = diag(2;2;3) = D.
00 3

On a donc A = PDP~! et, par récurrence, on montre que A" = PD"P~!,

2" 0 0 n 0 0
OnaDP= |0 2 0 | et onobtient A" = |2 -3 2 3» - 2"
0o 0 3" 2" —3" 0 3"
Correction 6
1 1 —1
Soit la matrice réelle A = 2 3 —4
4 1 —4

1 7a(X) = (1 - X)(2 - X)(—3 — X).
Sp (A) = {-3;1;2}.

2. La matrice est inversible car 0 n’est pas valeur propre.
TaA(X)=—-X347X -6

Fa(A) =0 & —A+TA—6l =0 & Axé(?I—A2):IdoncA1: (71 — A?).

10
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3. @ Pour A = —3, on obtient y = 7x et z = 11z. On prend u; = (1;7;11).
e Pour A =1, on obtient z =y = z. On prend uy = (1;1;1).
e Pour A =2, on obtient z = z et y = 2z. On prend uz = (1;2;1).

1 11 -3 0 0
Onpose P=|7 1 2|letD=| 0 1 O
11 1 1 0 0 2

OnaD=P1x AxP.

z1(t) cre 3t
4. Onpose X = | 22(t) |. Ona X = P x | e’ | avec ¢y, ¢ et c3 € R.
l’g(t) C362t
r1(t) = cie3 + et + cze®
Cest-a-dire { zo(t) = Tcie™' + et + 2c3e? .
r3(t) = 1llcie™' + et +  cze
(=3)" 0 0 /101
5. A" = P x D" x P71 avec D" = 0 1 0 etP_lzﬁ 15 —-10 5
0 0o 2" -4 10 -6
(=3 1 2

On obtient P x D" = [ 7x(=3)" 1 2x2"

1x(-3)» 1 2n

L[ (3415 -4x2" —10410x2"  (=3)"+5 - 6x2"

Et PxD"x P! =1 —7x(=3)"+ 15 —8x2" —10+20x2" 7x(—3)"+5—12x2"

—11x(=3)"+ 15 —4x2" —10+4 10x2™ 11x(—=3)" 4+ 5 —6x2"
Pour n = 10, on a A = PxD¥x P!
L S0 +15-4x20 10 410x20 (=3)0+ 5 — 6x2'
— | =7x(=3)1%+15 —8x2!% —10+20x2'" 7x(-3)!°+5—12x2!°

T\ 11%(=3)10 4 15 — 4x210 —10 +10x210 11x(—3)1 + 5 — 6x2'°
Up, 1
6. OnalU,=v, | =A"x | 0
W, —1
1
U, = 1—0(—2(—3)" + 10 + 2x2m)
T 1
Clest-a-dire ¢ v, = 1—0(—14><(—3)” + 10 + 4x2") .
1
w, = 1—0(—22><(—3)" + 10 + 2x27)
Correction 7
-1 6 1
Soit la matrice réelle A = 3 21
1 41

1. 74(X) = —X(X +4)(X — 6).
Sp (4) = {—4;0;6}.

11
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2. La matrice n’est pas inversible car 0 est valeur propre.

3. @ Pour A = —4, on obtient 7z = —13y et z = —3x — 6y. On pose u; = (13; —7; 3).
e Pour A\ =0, on obtient x =y et z = —5y. On pose us = (1;1; —5).
e Pour A\ =6, on obtient x = y = z. On pose uz = (1;1;1)

13 1 1 -4 0 0
Onpose P=|—-7 1 1|letD=[0 0 0
3 -5 1 0 0 6
OnaD=P'x AxP.
x1(t) cre 4
4. On pose X = | z5(t) |. Ona X = P x Co avec cq, 3 et c3 € R.
x3(t) csebt
r1(t) = 13cie™ + ¢ + c3e®
Clest-d-dire { xo(t) = —Tcie™ + ¢ + c3e® .
z3(t) = 3leje™ — by + cze®
(—4)" 0 0 L (3 -3 0
5 A" = P x D" x P~! avec D" = 0 O etP_lzﬁ 5 o5 —10
0 6" 16 34 10

On obtient P x D" = | =Tx(—4)"
3x(—4)" 0 6"

39x(—4)" +16x6"  —39x(—4)" + 34x6™ 10x6"

0
0
13x(—4)" 0 6"
0
0

1
Et PxD"x P! = &0 —21x(—=4)" +16x6" 21x(—4)" + 34x6™ 10x6™
9x(—4)" + 16x6™ —9x(—4)" + 34x6™ 10x6"
Up, -1
Deplus, U, = v, | =A" x| 0
W, 1
L Csox(—a)n — 6x6m)
U, = —(— — —
610
C'est-a-dire { v, = @(21x(_4)" — 6x6") .
1
w, = @(—QX(—ZL)TL — 6x6™)
Correction 8
-4 -2 2
Soit la matrice réelle A = -16 -8 11
—20 —10 13
—4 - X -2 2
1. 7~TA(X): —16 —8—-X 11 L3<—L3—L1—L2
—20 -10 13- X
—4 - X -2 2
= —16 -8-X 11 Cchl—i—Cg; CQ(—CQ+03
X X -X

12
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—2-X 0 2
=| -5 3-X 11 |=-Xx = —X(-2-X)(3-X).
0 0 -X

Sp (A) ={-2;0;3}.
. La matrice n’est pas inversible car 0 est valeur propre.
. ® Pour A = —2, on obtient y = z et z = 2z. On pose u; = (1;1;2).

e Pour A\ =0, on obtient y = —2z et z = 0. On pose us = (1; —2;0).
e Pour A\ = 3, on obtient z = 0 et z = y. On pose uzg = (0;1;1)

1 1 0 -2 0 0
Onpose P=[1 =2 1]JetD=10 0 0

2 0 1 0O 0 3
OnaD=P'xAxP.

x1(t) cre 2t

. Onpose X = |z3(t)]. Ona X = P x Co avec ¢y, 3 et c3 € R.

x3(t) csedt

71(t) = ce® + o
Clest-d-dire { zo(t) = cie™® — 2cp + cze

r3(t) = 2cie? +  cze’

(=2)" 0 0 2 1 -1
A" =P x D" x P~ avec D" = 0 0 0]etPt=|-1 -1 1
0 0 3" —4 -2 3
(=2)" 0 0
On obtient P x D™ = | (— 2)" 0 3"
2% (—2)" 0 3"
2)” (=2)" —(=2)"
Et PxD'x P! = PoAX3 (2 - 2x3T (<2 43
— 43" 2x(=2)" —2x3" —2x(—=2)" 4 3x3"

De plus, U,, =

U, = 2x(— 2)”
Cest-a-dire ¢ v, = 2x(—-2)" — 3x3" .

w, = 8x(=2)" — 3x3"
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