UNIVERSITE . .. . .
o Picardie Université de Picardie Jules Verne

]uxu

UFR d’économie et de gestion

Mathématiques

Licence 2 - Semestre 3

Exercices d’entrainement Les espaces vectoriels R” Corrigés

Correction 1

a+b=(—4;2;4;1;7)

a—b=(-6;2;-2;-3;,—1)

20 +b—c=(-9;2;4;1;7)
2(a—0b)+3(b+c)—5c=2a+b—2c=(-9;0;3;2;4)

Correction 2

1. Onaa+b+c=(0;0;0;0). Cela signifie que b+ ¢ est 'opposé de a.
Autrement dit, b+ ¢ = —a.
2. Puisque a = —b — ¢ est une combinaison linéaire (C.L.) de b et ¢, la famille {a,b,c} est
liée.
3. 2(a — 3b) + 5(b+ 2¢) = 2a — b+ 10c = (—35; —8; 30; —49).
1
4. a—4 (b— 50) =a—4b+2c = (7;3;1;0).

5. aa+pb—c=Ba+p+4a+1;...;...).

3a+ [ +4

0o .
a4 — 0 soit a = = —1.

On doit donc avoir {

Correction 3

1. Méthode 1 :
3u—2a+b=4u—c) & 3u—2a+b=4u—4c
&S u=—2a+b+4c
En remplacant chaque vecteur par ses coordonnées, I’'équation devient :
(z3y32) = —2(1;2;3) + (L L, 1) + 4(2 1;1)
= (=2, —4;-6) + (L1, 1) + (8;4;4) = (T; 1; =3).

Méthode 2 :

En remplacant directement chaque vecteur par ses coordonnées, 'équation devient 3(z; y; z)—
2(1;2;3) + (1;1; —1) = 4((z5952) — (2 ;1))
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Soit (3x;3y;32) — (2;4;6) + (1;1; 1) =4(x — 2;y — 1;2 — 1)
Ou encore (3x — 1;3y — 3;32 — 7) = (4o — 8;4dy — 4;4z — 4)

On a donc

/

3r—1 = 4x -8 r = 7
Jy—3 = 4y—4 soitq y = 1 .
3z —T7 = 4z -4 z = =3
2u—3v = 2a—0b
{—U+2U = a+c Ly < Lo
—u+2v = a-+c
{2u—3v = 2a—0b Ly <= Ly + 21y
—u+2v = a+c
v = 4da—b+2c
u = 2v0—a—c
v = 4da—b+ 2c
u = Ta—2b+3c = 7(1;2;3) —2(1;1;—1) + 3(2; 1;1)
v = da—-b+2c = 4(1;2;3) —(1;1;-1) +2(2;1; 1)

ka+{0b+m.c=0

k.(1;2;3) 4+ £.(1;1; —1) + m.(2; 1; 1) = (0;0;0)

(k+ ¢+ 2m;2k + £ +m;3k — {4+ m) = (0;0;0)
k+042m

2k+0+m
3k—0+m

k+/0+2m
—{ —3m
—4¢ — 5m

k+/0+2m
—{ —3m
m

k pumm
,e =

m =

o O O

O OO OO O OO

)

< 1.(1;2;3) + Io.(1; 1, —1) + 15.(2; 1; 1) = (1;7; 16)
= (ll + 1 + 2[3; 20y + 1o + 13; 3l — Iy + l3) = (1, 7; 16)

Iy + 1y + 23
200 +1la + 13

=

3l =y + 13

L+ 1y + 23
—ly — 33
—4ly — b3

1
7
16

1
5
13

LQ — L2 —2L1,L3 — L3 —3L1

Ly« L3—4L,

L2 — L2 —2L1,L3 — L3 —3L1

L3 — L3 — 4L2

(11;15;26)
(7:9;15)
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Lh+l+25 = 1
<~ —ly—3l3 = b
Ty = —7
lh = 5
= ly, = =2
I3 = —1

Autrement dit, w = 5a — 2b — c.

Correction 4

Onac=3b—a,d=a+3bet e =b—a. Donc toute combinaision linéaire de a, b, ¢, d et e est
simplement une combinaision linéaire de a et de b. C’est-a-dire Vect(a, b, ¢, d, e) = Vect(a,b).
Puis que les vecteurs a ne sont pas proportionnels, la famille {a, b} est libre. Ce qui signifie
que rg(a,b) = dim(Vect(a, b)) = 2.

Correction 5

1. Méthode 1 :
e (0;0;0) € Fcar0=0=0 donc f # @.
e Soient u = (z,y,2) € Fetv=(2,y,2) € F.
Onadoncr=y=zeta' =y =2

De plus, u +v = (z + 2,y + ¢,y + 2’) avec trivialement z + 2’ = y + ¢y’ = 2z + 2/ d'ou
u+v e F.

e Soit u = (z,y,2) € F et soit k € R.

Onaz=y=zet ku=(kx,ky, kz) avec trivialement kx = ky = kz d’ou k.u € F.

Meéthode 2 :

e (0;0;0) € Fcar0=0=0donc f # @.

e Soient u = (z,y,2), v = (2',y,2') € F et soient k, ! € R.
Onadoncx=y=zeta' =y =7.

De plus, ku + bv = (kx, ky, kz) + (', by’ 02') = (kx + 02’ ky + by kz + 02') avec
trivialement kx + lx’ = ky + 0y’ = kz + {2z d'ou ku+ v € F.

Meéthode 3 :

F={(z,y,2) eR® |z =y=2}={(v,z,2) |z € R} = {z(1,1,1) | z € R}.

On pose uz = (1,1,1) et on obtient F' = {zx.ug | x € R}. Cela signifie que F' est
I’ensemble des combinaisons linéaire de u3. D’apres une propriété du cours, F' est le sous
espace vectoriel engendré par ug noté Vect(us). De plus, comme u3 # 0, on a donc que
la famille {us} est libre. Enfin, {u3} est une base de F' et dim F' = 1

2. Voir la Méthode 3 de la question précédente.
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3. Pour montrer que F et G sont supplémentaires dans R?, il suffit de montrer que la famille
composée d’une base de F' et d'une base de G est une base de R3.

Puisque u; et uy ne sont pas proportionnels, on obtient que la famille {uy;us} est libre :
c’est donc une base de G.

La famille {uy; us;us} est une famille de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3. Pour
que c’en soit une base, il suffit qu’elle soit libre. Une méthode simple consiste a calculer
det(uq; ug; us) et vérifier qu'il est non nul.

1 11
det(ul;UQ;u3) =12 01 Lo+ Loy — 2[/17 L3 < L3 — Iy
1 21
1 1 1
=0 —2 -1 :’_12 _01):17,&0
0 1 0

4. On cherche les réels a, b et ¢ tels que v = au; + bus + cus.
Clest-a-dire (0;4; —1) = a(1;2;1) + b(1;0;2) + ¢(1,1, 1).
Ou encore (0;4; —1) = (a;2a;a) + (b;0;2b) + (¢, ¢, ¢).

Soit (0;4; —1) = (a+b+c;2a + c;a+2b+ ).

On doit donc avoir :

a + b + ¢c = 0
2a + ¢ = 4 LQ — L2 — 2L1
a + 20 + ¢ = -1 L3 < L3 — Iy
a + b + ¢ = 0
& -2b — ¢ = 4
b = —1
a=3
= c= —2 c’est-a-dire v = 3u; — ugy — 2us.
b=-1

Correction 6

L F={(r,.2) €RI |2 =y =22} = {(22,22,2) | s € R} = {=.(2.2,1) | = € R}
On pose u; = (2;2;1).
On adonc F={z.u; | z€ R} = {C.L.deu; } = Vect(uy) .

Autrement dit, (u1) est une famille (d’un seul vecteur) génératrice de F et F' est le s.e.v
engendré par ug.

Puisque u; # 0, la famille (u;) est libre.

D’ou (uq) est une base de F.

G:{(Ql,y,Z) €R3|I+y+220}:{($,y72) € R? ’ Z:—Qi—y}

On pose us = (1;0; —1) et ug = (0;1; —1).

On a donc G = {z.ug + y.us | 2,y € R} = {C.L.deugetus} = Vect(uz, us) .

4
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Autrement dit, (ug,u3) est une famille génératrice de G et G est le s.e.v engendré par us
et us.

Puisque uy et ug ne sont pas proportionnels, la famille (ug, us3) est libre.
D’ou (ug,us3) est une base de G.

2. Pour que F et G soit supplémentaires dans R? il faut et il suffit que la concaténation
d’une base de F' et d’une base de G soit une base de R3.

La famille {uy; us; us} est une famille de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3. Pour
que c’en soit une base, il suffit qu’elle soit libre. Une méthode simple consiste a calculer
det(uq; ug; us) et vérifier qu’il est non nul.

2 1 0
det(ug;ug;uz) =12 0 1 L3 < L3+ L4
1 -1 -1
21 0 9 1
=20 1 |=-|5 _, (—2-3)=5#0
30 —1
On a donc bien F & G = R3.
Correction 7
1 2 5)
L Mg®) =([0 1 2
2 -1 =2
1 2 5) 1 2 )
Et det My(b) =10 1 2|=10 1 2 |=-2%#0 donc (b) est bien une base.
2 -1 =2 0 —5 —12
1 2 5 0 —11
2 =10 1 2 |x[2]|=][-4
2 -1 -2 -3 4
. 0 1 1
3. Pose= M(b) == |-4 12 2
2 -5 -1
2 ~3/2
[U]e = 1 t [ ]b = Py [U]e = —2
—4 3/2

Correction 8

1. Soient u; = (1, y1,21) et us = (T2, Yo, 22) deux vecteurs de R et soit £ € R.
o Uy +uy = (1 + 22, Y1 + Y2, 21 + 22)
flur + ug)

= (w1 +22) + (Y1 +y2) — (21 + 22),4(x1 + 22) + (Y1 +12) — 2(21 + 22), 5(w1 + 22) — (Y1 +
y2) — (21 + 22))
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= (T1+ T2+ Y1+ Y2 — 21 — 20,471 + 472 + Y1 + Y2 — 221 — 220,521 + 5T — Y1 — Y2 — 21 — 22)
= (T14+y1 — 21+ 22+ y2 — 22,401 + Y1 — 221 H 4T + Y2 — 220,501 — Y1 — 21 + 5Ty — Y2 — 22)
= (v1+y1 — 21,421 +y1 — 221, 501 — Y1 — 21) + (T2 + Y2 — 20, 422 + Y2 — 222, 522 — Yo — 22)
= flu) + f(u2)
o (uy = (bxy,lyy,lz)
flauy) = (bxy + by — £zy,40xy + Lyy — 2021, 50xy — Ly — £z)

= (l(x1+ 11 — 21),L(4x1 +y1 — 221),0(Bxy — 1 — 21))

=l(x1+ 11 — 21,421 +y1 — 221,501 —y1 — 21)

=L.f(u1)
v=(z,y,2) € Ker(f) & f(v)=0
& (r+y—zdv+y—22,5c—y—2z)=(0,0,0)

r +y — z =0

=4 dr + Yy — 2z = 0 Lo+ Ly— 14
ot — y — z = 0 L3+ Ls+ L4
r +y - z =0

& 3x — 2z =0
6x — 2z =0
y = 2z

< { z = 3x

Donc Ker(f) = {(x,y,2) € R® |y = 2zret z = 3z}.
={z.(1;2;3) | z € R}.
On pose u; = (1,2, 3).
On a Ker(f) = {z.u; | z € R}. Autrement dit, Ker(f) le s.e.v. engendré par {u;}.
De plus, puisque u; # 0, la famille {u;} est libre. C’est donc une base de Ker(f).

- Im(f) = Vect(f(e1); f(ez2); f(es)) -
Ona f(er) = (1;4;5), f(e2) = (1;1;—1) et f(es) = (—1; -2, —1).
Puisque f(e1) = —2f(e2) — 3f(es), on a Vect(f(e1); f(e2); f(es)) = Vect(f(e2); f(es)) -

Puisque les vecteurs f(ez) et f(e3) ne sont pas proportionnels, la famille {f(es); f(es)}
est libre. C’est donc une base de Im(f).

. Pour montrer que les s.e.v. Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires, il suffit de montrer
que la famille {uy, f(es), f(e3)} est une base de R3.

A nouveau, puisque cette famille est composée de 3 vecteurs dans un espace de dimension
3, il suffit de vérifier une seule des propriétés : génératrice ou libre.

Pour savoir si la famille {uy, f(es2), f(e3)} est libre, on calcule son déterminant qui doit
étre non nul.

4 =2

1 -1 0 -2
E 3

1 4
det(ul,f(@),f(eg)): 2 1 =2 = 1|5 0 =3 =
3 3

':m#u
1 -1 —1 -1
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Correction 9
1. Apres calculs (a faire : pour cela voir la méthode dans le corrigé de exercice 8), on
obtient Ker(f) = {0} et Im(f) = R
2. f est bijective.

3. (a) by et by sont deux vecteurs non proportionnels donc (b, by) est une base de R?.

(b) f(b1) = (3;2) et f(bs) = (=15 -9).
M), (f) = ( 3 :; )

(c) det M) (e)(f) :‘ 3 9

1 ‘ = —25 # 0 donc inversible.
1 1 -9 1
(M) = % ( _9 3 )

Correction 10
1. Apres calculs (a faire : pour cela voir la méthode dans le corrigé de l'exercice 8), on
obtient Ker(f) = Vect(uy) ou u; = (1,—2) et Im(f) = Vect(ug) ot ug = (1,2).
2. f n’est pas bijective.

3. (a) by et by sont deux vecteurs non proportionnels donc (by, by) est une base de R2.
(b) f(br) = (3;6) et f(b2) = (13;26).

3 13
M(b),(e)(f) = ( 6 26 )

(c) det M) o)(f) = ' 2 ;Z ‘ = 0 donc M), e)(f) n’est pas inversible.

Correction 11
1. Apres calculs (a faire : pour cela voir la méthode dans le corrigé de l'exercice 8), on
obtient Ker(f) = {0} et Im(f) = R2
2. f est bijective.

3. (a) by et by sont deux vecteurs non proportionnels donc (b, by) est une base de R?.

(b) f(b1) = (=1;2) et f(be) = (7;1).

My 0)(f) = ( _21 I )
1

-1 7
(C) det M(b),(e)(f) = 9 1 ’

1 1 1 -7 1 -1 7
(M(b)7(6)<f)) = 15 ( 9 _1 ) = 15 ( 2 1 )

Correction 12

= —15 # 0 donc inversible.
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1. Apres calculs (a faire : pour cela voir la méthode dans le corrigé de l'exercice 8), on
obtient Ker(f) = Vect(uy) ou u; = (1,2) et Im(f) = Vect(ug) ot ug = (1, —2).

2. f n’est pas bijective.

3. (a) by et by sont deux vecteurs non proportionnels donc (b, by) est une base de R?.

(b) f(b1) = (=1;2) et f(b2) = (=3;6).

M0 (f) = ( _21 _63 )
1

-1 =3

(c) det M)\ (f) = 2 6

‘ = 0 donc M), e)(f) n’est pas inversible.
Correction 13

1. Soient u; = (1, y1,21) et us = (T2, Yo, 22) deux vecteurs de R3? et soit £ € R.
o Uy +uy = (21 + T2, Y1 + Yo, 21 + 22)
flur+uz) = (214 22) + (1 +32), (21 + 22) = (Y1 +y2) + (21 + 22), (Y1 +42) — (21 + 22))
=(T1+ T2+ Y1 T Yo, 71+ T2 — Y1 — Yo+ 21+ 20,01 F Y2 — 21— 2)
= (@1 +yr+ 22+ Y2, 01 — Y1+ 21+ T2 — Yo+ 20, Y1 — 21+ Yo — 22)
= (T1+y1i,x1 —y1 + 21,51 — 21) + (T2 + Y2, 02 — Y2 + 22,42 — 22)
= fu1) + f(u2)
o (uy = (lxy,lyy,lz)
fllauy) = (bxy + byy, bxy — Lyy + 29, Lyy — Lz1)
= (U(z1 4+ y1), bz — 1 + 21), U1 — 1))
= l(r1 +y1, 71—y + 21,01 — 21)
=L.f(uy)
2. ¢ v=(x,y,2) € Ker(f) & f(v)=0
& (z+y,z—y+z,y—2) =1(0,0,0)

T + y =0
= r — Uy + z =0 L2<—L2+L3
y — z = 0
z = 0
& y = 0 & v=0
z = 0

Donc Ker(f) = {0}. Cela signifie que f est injective.

Puisque 3 = dim R?® = dim Ker(f) + dim Im(f), on en déduit dim Im(f) = 3 c’est-a-dire
Im(f) = R3. Autrement dit, f est surjective.

La fonction f est donc bijective.
3. Avoir Ker(f) = {0} signifie que f est injective.
Avoir Im(f) = R3 signifie que f est surjective.

La fonction f est donc bijective.



4.

(a)

(b)
(c)
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Pour tout u = (x,y,2) € R3 onau = x(1,0,0)+y(0,1,0)+2(0,0,1) = ze,+yes+ze3
donc (e) est une famille géneratrice.

0
0 | =140 la famille (e) est donc libre.
1

S = O

1
De plus, det(e) = det(ey, e2,e3) = | 0
0

En conclusion, (e) est une base de R?.

f(el) - (17 1’0)7 f<€2) - (_17 L, 1) et f<€3) = (07 L, _1)
f(el) = (17 1,0) = 1.61 + 1.62 + 0.63, f(€2) = (—1, 1, 1) = —1.61 + 1.62 + 1.63 et
f(eg) = (0, ]_, —]_> = 0.61 + 1.62 - 1.63
1 -1 0
Donc M(f)=|( 1 1 1
0o 1 -1

F={(z,y.2) e R’ |z =y} ={(z,2,2) | z,y € R}.
={z.(1;1;0) + 2.(0;0;1) | z,y € R}.
On pose u; = (1;1;0) et ug = (0;0;1).
On a donc G = {z.uy + y.us | 2,y € R} = {C.L.dew; et us} = Vect(uy, us) .
Autrement dit, (u1,us) est une famille génératrice de G et G est le s.e.v engendré
par uy et us.
Puisque u; et uy ne sont pas proportionnels, la famille (uy,uz) est libre.
D’ou (u1,usy) est une base de G.

Il faut trouver un vecteur ug tel que det(uy;ug;ug).

Par exemple, si on prend uz = (0;1;0), on a :

det(uy;ug;uz) =

oS = O

0
o|=|1 T]=170
1 11

1
1
0
Par définition, f(F') = Vect(f(u1), f(uz)) Ona f(u1) = (2;0;1) et f(uz) = (0;0; —1)

Puisque (2;0; 1) et (0;0; —1) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre
et c’est donc une base de f(F).



