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Exercices d’entrainement Equations différentielles Corrigés

Correction 1

C’est une équation différentielle du premier ordre ou y est une fonction de z.
De plus, c’est une équation a variables séparables.
22
3+ 1
Pour trouver y, il suffit d’intégrer :

En effet, on obtient ¢y =

22 2
Y= / xsi 1 dr = 3 In(2® + 1) + ¢ olt ¢ est une constance réelle.

Correction 2

C’est une équation différentielle du premier ordre ol y est une fonction de ¢.

De plus, c’est une équation a variables séparables.
/

En effet, on obtient ¢/ = y?sint puis % =sint.
Y
/

1
Une primitive de y_2 est —— et une primitive de sint est — cost.
Yy

. . . . 1
En intégrant 1’équation a variables séparées, on obtient — = cost + ¢ ou ¢ est une constance

réelle.

Ou encore y = — ou ¢ € R.
cost +c¢

Correction 3
C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre ou y est une fonction de .

(i) L’équation sans second membre est z?y’ + (1 — 2z)y = 0.

C’est une équation a variables séparables.

"o 2x—1
On obtient 2%y’ = (22 — 1)y puis ‘% - — =

1 1
2X —— —.
T x a2

1
En intégrant de chaque coté, il s’en suit que In|y| =2Inz + — + cou ¢ € R.
x

1
< 1. 2Inz+—+c In 22
C’est-a-dire y = +e T = fen®ecel/®
En posant k = +¢€, on obtient que k est une constante qui varie sur R.

La solution générale de I'équation sans second membre est donc y = ka2el/?.



(i)

(i)
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On cherche une solution particuliere sous la forme 3y = ax? + Bz + 7.

On a y; = 2ax + f.

En remplacant dans I’équation différencielle avec second membre, on obtient :
2?(2az + B) + (1 — 2z)(ax? + Bz +7) = 22

Soit (o — f)a® + (B — 2v)x + v = 2?

Par identification, on a :

a—p =1 a = 1
-2y = 0 &< B =0
Y = 0 v =0

Donc 3y = x? est une solution particuliere (on pourra le vérifier rapidement pour étre
convaincu).

La solution générale s’obtient simplement comme somme des résultats des deux étapes
précédente : y = ka?el/” + 22 avec k € R.

Correction 4

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre ou y est une fonction de x.

(i)

(i)

L’équation sans second membre est v’ + y = 0.
Puisqu’une primitive de 1 est x, la solution est y = ke™ ou k € R.
On cherche une solution particuliere de la forme yo = k(x)e™* ou cette fois-ci k est une
fonction de x.
On a yy =K' (x)e ™ — k(x)e ™.
En remplacant dans I’équation différencielle avec second membre, on obtient :
E'(z)e ™ — k(x)e ™ + ke™™ = cos .
& K(r)e ™ =cosx

& k(x) =e€"cosx
& k(x) :/e’”cosxd:v

Pour obtenir k(z), on peut faire deux intégrations par parties succéssives.

Une autre méthode consiste a se dire que k(z) doit étre sous la forme k(x) = (rcosz +
ssinz)e® ou r et s sont des réels a trouver.

On aalors k'(z) = (—rsinz+scosx)e”+(rcosx+ssinx)e” = ((s+r) cosx+(s—r)sinx)e”
1
Onadoncs+r=1ets—r=0cest-a-dire r =s = 3

1 1
Et, k(z) = (5 cos T + 5 sin :13) e”

1 1 1 1
Enfin, yo = k(z)e ™" = (5 cos x + 3 sin :U) ete "t = 5 08T + 3 sin x

1 1
(iii) La solution générale est y = ke™* + —cosx + 2 sinz ou k € R.

2
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Correction 5

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre ou x est une fonction de t.

(i) L’équation sans second membre est 2’ + ztant = 0.

sint

Puisqu’une primitive de tant = p— est — In |cos t|, la solution est y = ke™**! ou encore
oS

y = kcost ou k € R.

(ii) On cherche une solution particuliere de la forme zg = k(t) cost ou cette fois-ci k est une
fonction de ¢.
On a zf, = k'(t) cost — k(t) sint.
En remplacant dans I’équation différencielle avec second membre, on obtient :
K'(t)cost — k(t)sint + k(t) cost tant = e’ cost.
& K/ (t) cost = e cost.
& K (t) = e
& k(t) = €.
Enfin, xg = k(t) cost = e cost

(iii) La solution générale est & = k cost + e’ cost = (k + e') cost ol k € R.

(iv) La condition initiale implique k + 1 = 0 c¢’est-a-dire k = —1.

Autrement dit, x = (¢! — 1) cost
Correction 6

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre ou y est une fonction de .

1
(i) L’équation sans second membre est (z + 1)y 4+ y = 0 c’est-a-dire y' + ol 0.
T

1
Puisqu’une primitive de 1 est In |z + 1, la solution est y = ke™ ™=l ot k € R.
T

k
Ou encore y = 7 ou k € R.
x

k(x
(ii) On cherche une solution particuliere de la forme y, = —l-)l ou cette fois-ci k est une
x
fonction de z.

E(z)(x+1)—k(x)
(x 4+ 1)2
En remplacant dans I’équation différencielle avec second membre, on obtient :
E(z)(x+1)—k(z) k(x)
1
R I 11
& k(z)=(zx+1)sinz

On ay, =

= (x +1)sinz.

& k(z) :/(:c—i—l)sinxd:c

On integre par partie :
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u=x+1 v =sing

u = V= —CoSx

k(z) =[—(zr +1)cosx] + /cosxdx = —(z+1)cosx +sinx.

k(x)  sinz
Enfin = = — COST .
S Ry
(i) Ta soluti inérale est k +sinx kR
iii) La solution générale est y = —— — cosx ol )
& I R |
(iv) La condition initiale implique £ — 1 = 0 c’est-a-dire k = 1.
1 :
Autrement dit, y = —— + Sy CoS Z.
r+1 x+1
Correction 7
"t 2
La variation relative instantanée est ') = —.
ft) 100

D'ou f(t) = ke?/1% ol k € R.
La condition initiale implique ke®*/'% = 12 autrement dit k& = 12731 Donc f(t) =
12¢-30/100,2¢/100 _ 19,2t-30/100_

Correction 8

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants.

L’équation caractéristique est 22 + 3z — 10 = 0.

Son discriminant est A = 3% —4 x 1 x (—=10) =49 = 7%
) ) -3-7 347

Les deux racines réelles sont x; = 5 = —Setxg = 5 =

La solution générale de I'équation est y = Xe > + ue?® ot A\, u € R.

2.

Correction 9

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants avec second membre.

(i) Léquation sans second membre y” + 3 — 12y = 0.
L’équation caractéristique est 22 +x — 12 = 0.
Son discriminant est A =12 — 4 x 1 x (—12) =49 = 72
—1-7 —1+7
Les deux racines réelles sont xy = 5 = —4 et 19 = 2+ =

La solution générale de 1'équation est y = e % + ue3® ot A\, u € R.

3.

(ii) Puisque ¢ = —12 # 0, on cherche une solution particuliere sous la forme d’un polynome
de méme degré que z + 1.

On pose donc ygp = ax + S et on ay, =a et yj =0.
En remplacant dans I’équation, on obtient :

04+ a—12(ax+f) =4z +3
& —12ar — 1204+ a =4z + 3



(i)
(iv)
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1
o | 12 =4 @ = 73
—126+a = 3 g = 5
18
1 )
D =——xr——
onc Yo 3% 7 13
3 AN A )4 3 —4x 3z 1 5
La solution générale de I’équation avec second membre est y = Ae ™" + pe’® — 5:1: BETS

1
On ay' = —4le ™ + 3ue® — —.

3
Les conditions initiales impliquent :
5 1 1 1
A p—— = —— A+ = - A= =
18 ) %6 N 4 s e 61
—4\ - = —= —4\ = —— = —
ey 1 G 12 ST
1 1 5
d _ _ o4z o3 T —.
On a donc y 6€ + 15¢ 3% 13

Correction 10

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants avec second membre.

(i)

(i)
(iv)

Léquation sans second membre y"” — 2y = 0.

L’équation caractéristique est z? — 2z = 0.
Les deux racines réelles sont 21 = 0 et 5 = 2.

La solution générale de I’équation est y = X\e®* 4+ p ot A\, u € R.
Puisque ¢ = 0 et b # 0, on cherche une solution particuliere sous la forme yy = z(ax+3) =
ar? + [
On a y, = 2ax + (3 et yj = 2a.
En remplacant dans I’équation, on obtient :
20 —22ax + f) = 4x + 3
& —daxr +2a—20=4x+ 3

o | T =4 4 . _1’)
200 — 25 = 3 5 = ——
2
5 O
Donc yo = —2° — =z
2
La solution générale de 1’équation avec second membre est y = \e?* + pu — 2% — 5%
! 2x )
On ay =2Xe —Zm—i.
Les conditions initiales impliquent :
7
5
-2 =1 7 _ T
2 wo= 4



F. Wlazinski - UPJV - Exercices d’entrainement - Semestre 4

7
Onadoncy:ZGQx———xZ——x.

Correction 11

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants avec second membre.

(i)

Léquation sans second membre y” + 2y" — 8y = 0.
L’équation caractéristique est 2% + 22 — 8 = 0.
Son discriminant est A = 2% —4 x 1 x (—8) = 36 = 6°.

—2—-6 —2+6
Les deux racines réelles sont z; = 5 = —4 et xg = 2+ =

La solution générale de 1’équation est y = Xe % + pue?® ot \, u € R.

2.

Puisque ¢ = —12 # 0, on cherche une solution particuliere sous la forme yy = (ax + 3)e®®.
On a y) = ae®” + 3(ax + B)e** = (3ax + a + 33)e”.
Et y) = 3ae® + (9az + 3a + 98)e>® = (9az + 6a + 953)e3”.
En remplacant dans I’équation, on obtient :
(Tax + 8a+ 78)e* = (Tx + 1)

L [T :7@04:1
8a+T78 = 1 B = -1

Donc yy = (z — 1)e*".
La solution générale de I’équation avec second membre est y = Ae % + pe?® + (x — 1)e*.

On ay' = —4 e + 2ue” + €3 + 3(x — 1)e3®.

Les conditions initiales impliquent :

Afp-1 =0 A= -3
AN+ 2u—2 = 2

M:

L W~

1 4
On a donc y = —56_4“5 + gezx + (z — 1)e3e.



