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Correction 1

1. (i) La fonction f est positive sur | — oo; 1] (car 0 > 0).
Pour t > 1, on a 4t = 5 > 0 donc f est positive sur R.
(ii) La fonction nulle est continue sur | — oo; 1].

4
La fonction ¢ — — est continue sur [1; +oof.

Donc f est continue par morceaux sur R.

1
(iii) Comme f =0 sur | —oo;1[, on a / f(t)dt =0.
_oo+oo +o0o
f(t)dt, on doit donc calculer / f(t)dt.
1

Puisque/f(t) dt:/1 f(t)dt +
R —00 1
+o00

Puisque f est continue sur [1; +o0[, 'intégrale f(t) dt ne pose probleme qu’en +o0.
1

On doit donc évaluer lim / f(t)dt (avec A > 1 pour simplifier).

A= +oo Jq
A
4 1 -1
/f t)dt = /1 —=dt = [t‘*} F+1
1" A Llr{lkoo ﬁ + I=1L
+oo
L’intégrale f(t)dt est donc convergente et vaut bien 1.

0
La fonction f est une densité de probabilité.

Soit X une v.a.r. de densité f et soit F' sa fonction de répartition.

Par définition F'(x / f(t)dt.

e Siz < 1alors F(x )—/ 0dt =0.

1 T 1 1
oSilealorsF(:c):/ Odt—i—/ 4t5dt—0—|——+1—1——
- 1

4
00 T

(Inutile de refaire le calcul de lintégrale, il a déja été fait dans le point (iii).)

0 six <1

On a donc F(z) = 1 :
1——4 siz>1
x
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(i) La fonction g est positive sur | — oo; 0] (car 0 > 0).
Pour ¢t > 0, on a 4te~? > 0 donc ¢ est positive sur R.

(ii) La fonction nulle est continue sur | — oo; 0].
Par produit de fonctions continues, la fonction ¢ — 4te=% est continue sur ]0; +o0.
Donc g est continue par morceaux sur R.

Puisque dans le théoreme, il suffit que la fonction soit continue sauf éventuellement
en un nombre fini de points, nous ne sommes pas obligés de vérifier la continuité de
gen 0.

Néanmoins, lim g(z) =0= lim g(x) = g(0) donc g est en fait continue sur R.
xz— 0~ z — 0t

0
(iii) Puisque g = 0 sur | — oo; 0], on a / g(t)dt = 0.

— 00

0 400 400
Puisque / g(t)dt = / g(t)dt +/ g(t) dt, on doit donc calculer / g(t) dt.
R 0 0

— 00

+oo
Puisque g est continue sur [0; +o00[, 'intégrale / g(t) dt ne pose probleme qu’en +o00.
0

A
On doit donc évaluer lim g(t)dt (avec A > 0 pour simplifier).
A — 400 0
Par intégration par parties, en posant u = —2t et v/ = —2e¢~%, on obtient :

A A A
/ g(t)dt = / 4t dt = [—2te’2t]g‘ + / 22 dt = =247 — e 11
0 0 0

Or lim —24e 24 —e 2441 =1.
A — +oo

+oo
L’intégrale / g(t) dt est donc convergente et vaut bien 1.
0

La fonction g est une densité de probabilité.

Soit X une v.a.r. de densité g et soit G sa fonction de répartition.
€T

Par définition G(z) = / g(t)dt.

—00
T

e Siz <0 alors G(x):/ 0dt = 0.

—0o0
0

e Siz > 0alors G(x) :/

—00

0dt+/ dte”dt = 0—2ze ¥ —e P +1=1—(20+1)e ",
0

(Toujours inutile de refaire le calcul, il a été fait dans le point (iii).)

0 siz <0

Onad G(x) = .
n a done G(z) {1—(2%—!—1)6_% siz >0

(i) La fonction h est positive sur | — 0o;0[ (car 0 > 0).
3
Pour t > 0, on a 56_”2 (1 — e‘t/2)2 > 0 donc h est positive sur R.
(ii) La fonction nulle est continue sur | — oo; 0[.

3
Par produit de fonctions continues, la fonction ¢ — Ee*t/ 2 (1 —e Y 2)2 est continue

sur ]0; +o0o[. Donc h est continue par morceaux sur R.

De plus, et méme si cela n’est pas nécessaire, lim h(x) = 0= lim h(x) = h(0)
z— 0~ z — 0t
donc h est en fait continue sur R.
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0
(iii) Puique A = 0 sur | — 00; 0], on a / h(t)dt = 0.

—00

+oo
Puisque h est continue sur [0; +oo[, 'intégrale / h(t) dt ne pose probleme qu’en +o0.
0

A
On doit donc évaluer B lim h(t)dt (avec A > 0 pour simplifier).
— 400 0
43 2 A
/ §e—t/2 (1 . e—t/2) dt = [(1 - 6—t/2)3]0 — (1 - €_A/2)3
0
Or lim (1—e 4?32 =1.
A — 400

+o00
Donc l'intégrale / h(t) dt est convergente et vaut 1.
0

Donc h est une densité de probabilité.

Soit X une v.a.r. de densité h et soit H sa fonction de répartition.

Par définition H(z) = / h(t) dt.

—00

e Siz <0 alors H(a:):/ 0dt = 0.

—00

0 T
3
e Siz >0 alors H(z) = / 0dt +/ se (- ) dt = (1 e 2)P,
0

—00

(Toujours inutile de refaire le calcul, il a été fait dans le point (iii).)

0 six <0
H(x) = .
(z) {(1—6_’”/2)3 siz >0

Correction 2

1. Rappel : F(z) = /w f(t)dt

SixE]—oo;l[,F(x):/ 0dt =0

SixE[l;Q],F(m):/l f(t)dt + xf(t)dt:()—l— xl—l—e%dt

o0 1 1 12
11 1 y * (11 1 ( 1)
“\2 ), T\ )t
. 2 111 11 1
En particulier, F'(2) = - f(t)dt = <E — _2) 2—1)= 53
1 2 T
Si & €]2; +oo], F(z) / foydi+ [ feyde+ / F(t)dt
11 1 2
=——-—= — + —dt
12 62 /2 t4 + et
11 1 x
=——= 2t + et dt
9 2 +/2 +e
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12 ¢ 3 9
11 2 17"
12 e 33 et],
12 11
12 €2 323 e 12 €2
2
B 33 e”
too 9 1
2 [ fnyde= [ 0dt+ ———dt ot
R e’ 2
= lim Odt—l—/———dt /——i— dt.
T — +00
= lim Fl@)= xknlool—ﬁ—;ﬁ
3 E(X)—/tf(t)dt—/l t><0dt+/2t>< 1 dt+/+oot>< R IV
' IR ) 1 12 e? 9 tt et

On a :

1 1
o/ tXOdt:/ 0dt=0
/Qt 11y, t2x 11 1\1? 3 (11
[ ] —_—— — = —_ —_—— — = — —_—— —
1 12 €2 2 12 e )], 2 12 e?
+oo 2 1 +oo 9 +oo 9 oo
./ tx ([ =+ = dt:/ —+te’tdt / —dt+/ te”tdt
2 t et 2 t3 2 2

avec .

+oo T
2t dt = i A3 dt = i 21" = lim —— 4+ - = -,
/Q x—ygaa 9 x—ygu>[ ]2 x—EEKJ Qﬂ +-4 4

et (en utilisant une intégration par partie) :
/2 te”tdt = [—te™"]] +/2 e tdt = [~te™"], — [e7"], = (—z— 1) + 3¢
(On pourra remarquer que (—t — 1)e™* est une primitive de te™")
d’ou :
+o0 T 3
/ te’'dt = lim te tdt = 3e? = -
2 xr — +o0o 9 e

3 3 33 3
DoncE(X)zix <E_§)+?:ﬂ+2_62

Correction 3

(i) Pour que la fonction f soit positive il faut que a > 0.



F. Wlazinski - UPJV - Exercices d’entrainement - Semestre 4

(ii) La fonction nulle est continue sur | — oo; 1] et sur |2; 4o00.

a
La fonction ¢t — ——— est continue sur |1; 2| pour toute valeur de a.

Quelle que soit la valeur de a, f est continue par morceaux sur R.

1 400
(iii) Comme f =0 sur | — oo; 1] et sur |2; +o0], ona/ f(t)dt =0 et f(t)dt =0.
—00 2

2
La fonction f est continue sur ]1;2], I'intégrale / f(t) dt ne pose probleme qu’en 1.
1

2
On doit donc évaluer lim1 f(t)dt avec 1 <z < 2.
z —

/2f(t)dt:/2\/%dt:[2a\/t—1i:2a—2a\/m

2
Or lim1 2a — 2av/x — 1 = 2a donc 'intégrale / f(t)dt est convergente et vaut 2a.
T — 1

1
Pour que f soit une densité de probabilité il faut donc que 2a = 1 c’est-a-dire a = 3

Correction 4

1. (i) La fonction nulle est continue sur | — oo; 0.

N 2
Par produit de fonctions continues, la fonction x — 1 — (1 + 5) e~ " est continue

sur ]0; +o0.
Donc F est continue sur R*.

Mais il faut vérifier que F' est continue en 0.
C’est bien le cas car on a lim F(x) =0 et lim+ Fx)=F0)=1-1=0.
z—0

r— 0~

(i) De méme que la continuité sur R*, F est de classe ¢! su R*.

(iii) Sur | — 00; 0], F' est constante donc croissante.

2
Sur |0; 4+o00[, F'(z) = — <1 + g) e’ + <1 + g) e’ = g (1 + g) e ”.
Donc pour x > 0, F'(x) > 0 et donc F est croissante sur |0; +00].

F est croissante sur | — oo; 0] et sur |0; +00[ et, puisque F' est continue sur R, F' est

croissante sur R.
(iv) lim F(zr)= lim 0=

Tr — —00 xr — —0o0
7\ 2
En utilisant les croissances comparées, on a  lim (1 + —> e =0.
r — +oo 2
Et donc lim F(x)=1.

T — +00

I est bien la fonction de répartition d’une variable a densité X.

1l suffit de prendre la dérivée de F' pour obtenir une densité.
On a déja fait ce calcul dans le point (iii).

0 siz <0
Une densité de X est f(z) =< = AN :
§<1+§>e” siz>0
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2. (i) Lafonction z — 14¢€” est de classe € (c¢’est-a-dire dérivable et de dérivée continue
autant de fois que I'on souhaite) sur R et ne s’annule pas sur R.
Donc F est de classe € sur R et donc en particulier continue sur R.
(ii) Idem point précédent.

xT

(iii) Pour tout réel x, F'(x) = ﬁ.
Donc pour z € R, F'(z) > 0 et donc F est croissante sur R.
1
(iv) xEnEOOF@) :xgrgml— e = 1—1:OethIEOOF($) =1-0=1.

F est bien la fonction de répartition d’une variable a densité X.

eI

Une densité de X est f(x) = Tr e
633

Correction 5

1 1
1. On a trivialement/ t f(t)dt :/ 0dt =0.

+o00 A A
On doit donc calculer / t f(t)dt = lim t f(t)dt = lim At dt.
1 A — 40 1 A — 400 1
On suppose A > 1.
A A
4 4 4 4 4
/ At = |—ot?| = AP (2173 ) =2 - —
1 3 1 3 3 3 343
4 4 4 4
Puisque Alir&wg —sp -3 on obtient F(X) = /]Rt f)dt = 3
0 0
2. On a trivialement / tg(t)dt = / 0dt =0.
+00 A A
On doit donc calculer / tg(t)dt = lim tg(t)dt = lim 4% dt.
0 A — +oo 0 A — +oo 0
On suppose A > 0.
Par intégration par parties, en posant u = —2t% et v/ = —2e~2, on obtient :

A A A
/ 4P At = [—26% 2] + / dte™® dt = —24% >4 + / Ate™ dt.
0 0 0
A
Dans l'exercice 1, on a obtenu que / dte™ 2 dt = —24e 1 — 24 4 1.
0

A
Donc / tgt)dt = —2A4%724 — 24724 — 724 1 1.
0

Et lim —24% 724 2424 24 11 =1.
A — 400

On obtient B(X) = / Lty dt = 1.
R

1 1
3. On a trivialement / t h(t)dt = / 0dt =0.

—00 (e 9]
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41n(t oo
Puisque t — t h(t) = ?2( ) est continue sur [1;4o00[, 'intégrale / t h(t) dt ne pose
1
. , ) . 41n(t)
probleme qu’en +o00. On doit donc calculer N hII_‘l_ » dt avec A > 1.
— 400

4
Par intégration par parties avec u = Int et v/ = 20 on obtient :

A 41n(t) Aln(t)]* (A4 Aln(A) 4
/1 v dt_{—TLJr/l t—th_— Y _Z+4'

4In(A 4
DepluS,Alirﬂm— rj)—z+4:4.

Donc E(X):/Rt f(t)dt = 4.

Correction 6

1 1

On a trivialement / 2 f(t)dt = / 0dt =0.

—00 —00

400 A A
On doit donc calculer / f(t)dt = lim 2f(t)dt = lim 4t73dt.
1

A — 400 1 A — 400 1

On suppose A > 1.
A

-3 34 _ —214 _ -2 -2\ _ 2
/1 a0 dt = [—2t7%) ) = 2477 — (=2 x1 )_Z—P.
. . 2 . N _
Puisque AEIEOOQ i 2, on obtient E(X?) = /]Rt f(t)dt =2.
4 16 2
D’apres 'exercice 5, on a E(X) = 3 Donc V(X) =2 — 909

Correction 7

: , _le—] . -
1. (i) Pour tout réel z, on a e” 3 > 0 donc f est a valeurs positives.
(ii) La fonction f est continue sur R comme composée de fonctions continues.

(iii) Puisque — [t —1| =1 —tsit > let —|t—1 =t —1sit < 1, on décompose
I'intégrale de la fagon suivante :

1 +00
/ ft)ydt = / Ft)dt + F(t) dt.
IR —00 1

On calcule alors chacun des termes :

' i g . "1
. f(t)dt = g€ ° dt = lim ¢ ° dt avec B < 1.

B — —oco Jp
1 1
1 1 — 1 1 B
On a / “e'w dt = [—631} — - _ 5
5 6 2" |, 2 2
1

= 1
Puisque lim e"3 =0, on obtient / f(t)dt = =.
B =+ —o0 oo 2

oo L ey . A1
. f(t)dt = —e 3 dt= lim ¢’ dt avec A > 1.
1 1

6 A — +oo 1
A A
1 1-¢ 1 1 1 124 1
0 CefFdt = |—ce'T| = 2t 4
na/l 663 l: 263:|1 263 5
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- Feo 1
Puisque B lim e =0, on obtient f(t)dt = 7

— +o00 1

D'oit / F(t)dt = 1.
R

f est une densité de probabilité.

. Par définition F(z) = f(t)de.
e Siz <1, F(:L’):/_méetsldt:%ezifl.
! v 11 1
. 1—x 11—z
oSlx>1,F(x):/ f(t)dt+/ f(t)dt:§—§e3 +§:1——63
- 1

1 .-
—e 31 six < 1
Pour résumer, F(z) = { 2 1 1.

1 2 1

3. p(0<X<3)=F(3)—F(0)=1— ¢35 — Z¢3.

2 2

| /Rtf(t)dt:/_lootf(t)dt+/1+ootf(t)dt.

On calcule alors chacun des termes :

! V1 ey . 1
° t f(t)dt = gte 5 dt = lim 6t€3 dt avec B < 1.

B — —o0 B

e} o

1
On fait une intégration par parties avec u =t et v/ = Et e5 et on obtient :

1 1 1 1 1
1 t— 1 t— 1 = 1 - 3 -
On a / —t eTl dt = [—t 631:| — / —671 dt = {—t 631} — l—e;]
g 6 2 B 5 2 2 B 2 B

B — —o0 B — —o0

1
Puisque lim Be's =0et lim ¢35 = 0, on obtient / ft)dt =

+oo
De facon identique, on obtient / t f(t)dt =2
1
Dou E(X) = 1.

. En intégrant par parties deux fois de suite, on obtient (apres de longs calculs) :

! 1 ]t 13
/ 2 f(t)dt = {(5752 —3t+ 9) 63:| =35~ quelque chose qui tend vers 0.
B B

4 1, 14 25 _
tf(t)dt = _§t —3t—9)es aicys quelque chose qui tend vers 0.
1 1
. . 1325 ,
OnendedmtqueE(X):?+?=14et V(X)=14-1°=13.



