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1 Introduction

Remarque 1.1

Lors de l’étude des suites, nous avons déjà eu l’occasion de nous intéresser à la somme de certains
termes comme l’attestent les deux propriétés et l’exemple qui suivent. Dans ce chapitre, nous
allons étendre cette notion à d’autres suites.

Propriété 1.2

La somme des n+ 1 premiers termes d’une suite (un)n≥0 arithmétique de raison r est :

Sn =
n∑
k=0

uk = u0 + u1 + . . .+ un = (n+ 1)u0 +
n(n+ 1)

2
r =

n+ 1

2
(u0 + un).

Propriété 1.3

La somme des n+ 1 premiers termes d’une suite (un)n≥0 géométrique de raison q est :

• Si q 6= 1, Sn =
n∑
k=0

uk = u0 + u1 + . . .+ un = u0

n∑
k=0

qk = u0
1− qn+1

1− q
.

• Si q = 1, Sn = (n+ 1)u0 (c’est aussi une suite arithmétique de raison 0).

Exemple 1.4

2 Définitions et premières propriétés

Définition 2.1

Soit u une suite réelle ou complexe. On appelle série de terme général un, et on note
∑

un, la

suite (Sn)n∈N définie par Sn =
n∑
k=0

uk. Le terme Sn est appelé la somme partielle d’indice n.

Définition 2.2

On dit que la série
∑

un converge si la suite (Sn)n∈N est convergente. La limite de cette suite

est alors appelée somme de la série et on la note
+∞∑
n=0

un ou
∑
n≥0

un.

Si la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Remarque 2.3
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Exemples 2.4

Définition 2.5

Si la série
∑

un converge, on appelle reste d’indice n le réel Rn =
+∞∑
k=0

uk −
n∑
k=0

uk =
+∞∑

k=n+1

uk.

Propriété 2.6

Si
∑

un est une série convergente, alors la suite (un)n∈N converge vers 0.

Remarques 2.7

Propriété 2.8

Soient
∑

un et
∑

vn deux séries.

Pour tout réel λ 6= 0, les séries
∑

λun et
∑

un sont simultanément convergentes ou diver-

gentes. De plus, si les séries convergent, on a
+∞∑
n=0

λun = λ

+∞∑
n=0

un.

Si les deux séries
∑

un et
∑

vn sont convergentes alors la série
∑

(un + vn) est convergente

et
+∞∑
n=0

(un + vn) =
+∞∑
n=0

un +
+∞∑
n=0

vn.

Remarque 2.9

Corollaire 2.10

Soient
∑

un et
∑

vn deux séries convergentes et soient α et β deux réels.

La série
∑

(αun + βvn) est convergente et
+∞∑
n=0

(αun + βvn) = α
+∞∑
n=0

un + β
+∞∑
n=0

vn.

Propriété 2.11

Soit (un)n∈N une suite réelle. La suite u est convergente si et seulement si la série de terme

général un+1 − un converge. En cas de convergence, on a
+∞∑
n=0

(un+1 − un) = lim
n→+∞

(un)− u0.

Démonstration

Définition 2.12

On dit que la série
∑

un est absolument convergente si la série
∑
|un| est convergente.

Propriété 2.13

Si la série
∑

un est absolument convergente alors elle est convergente.

Remarque 2.14
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3 Séries de références

Propriété 3.1

Soit q ∈ R. La série
∑

qn s’appelle la série géométrique de raison q. Cette série est convergente

si et seulement si |q| < 1 et on a alors :
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Démonstration

Corollaire 3.2

La série
∑

nqn−1 s’appelle la série dérivée première de la série géométrique de raison q. Cette

série converge si et seulement si |q| < 1. Et on a
+∞∑
n=0

nqn−1

(
=

+∞∑
n=1

nqn−1

)
=

1

(1− q)2
.

Démonstration

Remarque 3.3

Corollaire 3.4

Pour tout réel |x| < 1, on a
+∞∑
n=0

nxn =
x

(1− x)2
.

Démonstration

Corollaire 3.5

La série
∑

n(n− 1)qn−2 s’appelle la série dérivée seconde de la série géométrique de raison q.

Cette série converge si et seulement si |q| < 1 et on a
+∞∑
n=0

n(n− 1)qn−2 =
2

(1− q)3
.

Démonstration

Remarque 3.6

Corollaire 3.7

Pour tout réel |x| < 1, on a
+∞∑
n=0

n2xn =
x2 + x

(1− x)3
.

Démonstration
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Exemples 3.8

Théorème 3.9

Soit α un réel.

La série
∑ 1

nα
converge si et seulement si α > 1. Ces séries sont appelées les séries de Riemann.

Propriété 3.10

La série
∑ 1

n
est appelée série harmonique. La série harmonique est une série divergente.

Exemple 3.11

Théorème 3.12

Pour tout réel x, la série
∑ xn

n!
converge et on a

+∞∑
n=0

xn

n!
= ex

Cette série est appelée série exponentielle.

Exemple 3.13
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